Théoréme 1 (Extréma liés). Soit U un ouvert de E, g1,...,gr C' de U dans R et M la sous
variété de E définie par les équations g;(x) = 0 Vi. On suppose que les dpg; sont linéairement
indépendantes Ve € U. Si f : U — R différentiable et si flap admet un extrémum en m € MNU,
alors ANy, ..., g ER | dpnf = Mdmgr + - + Aedin g

Démonstration. On admet ici que T,, M = (), ker d,,g;. On commence par montrer que :

Lemme. Soit a,by,...,b; des formes linéaires sur un espace vectoriel E de dimension n tels que
les b; soient linéairement indépendantes. Si ﬂl kerb; C kera, alors a est combinaison linéaire des
b;.

Démonstration. Complétons la famille des (b;) pour obtenir une base de E* (by,...,b,). Alors
a= Z?zl Aib;. Soit (eq, ..., ey) la base duale. Vj > k, e; € ﬂle ker b; et donc :

n

0=ale;) = Z Aibi(ej) = Aj

i=1
Donc a = Zf;l Aib;. O

Soit v € T, M, soit v : I — E une courbe différentiable tracée sur M passant par m en 0 telle
que 7'(0) =v. f oy admet un extrémum en 0, donc :

d
0=2f03(0) = dunfo

Donc (N, kerd,,,g; = TnM C kerd,, f, et donc, d’apres le lemme :

k
e Mk ER [ dnf = Nidings

=1

Théoréme 2 (Application & I'inégalité d’Hadamard). Yoy, ..., v, € R",

|det(v1, ..oy v )| < fJoa][Jvn]|
avec égalité si, et seulement si, (v1,...,v,) est une base orthogonale ou si un des v; est nul.

Démonstration. On pose f : (v1,...,v,) — det(vy,...,v,) et X C (R™)™ défini par |v1]] = ... =
|lvn]l = 1. X est le produit cartésien des spheéres unités, et donc est compact. Comme de plus f est
continue (car polynoémiale), f admet des extréma sur X. Si (eq,..,e,) est la base canonique, elle
est dans X et f(ey,..,e,) =1 et f(—e1,ea,..,e,) = —1. On a alors :

n}%nfg—l et m}z(mxle
Posons ensuite g;(vy,...,v,) = |[v;]|*> — 1. Pour tous v = (v1,...,v,) et h = (hy,...,hy), on a
dyg;.-h = 2v;.h;. Donc les (d,g;); sont linéairement indépendantes Vv € X (je rappelle qu’on étudie
I'indépendance linéaire par rapport & h). Comme de plus, f est différentiable sur X qui est défini
par les équations g;(v) = 0, le théoréme des extréma liés s’applique.

Soit v un extrémum de f dans X. Il existe des réels Ay, ..., A, tels que d, f.h = Zz Aiv;.hi. Or
f est linéaire par rapport a sa i® variable, donc :

f(’Ul7 ey Ui—1, hi,’UH_l, ..,Un) = dvf.(O, ..,O, hi, 0, .oy 0) = )\ﬂ]lhl

En particulier, pour h; = v;, on a A; = f(v), et donc, comme on I’a montré précédemment,
[Ai| > 1. Pour h; = vj ou j # 4, on a 0 = \v;.v;. Comme A; est non nul, on a alors v;.v; = 0.
Autrement dit, les extréma de f sur X sont des bases orthonormées et :

—1< f<1lsur X,etdonc|f]<1sur X

Réciproquement, si on a une base orthonormée, son déterminant vaut +1, et donc c’est un
extrémum.

Par homogénéité, on en déduit I'inégalité d’Hadamard dans le cas ou tous les v; sont non nuls,
et le résultat est immédiat si I'un des v; est nul (et c’est bien un cas d’égalité). Dans le cas tous

non nuls, si on a égalité, alors on a |f | 727, ..., 727 )| = 1, donc ( 72, ..., 722 | est une BON
’ ’ Toill* 2 Toall ’ MTorll? " Tonll ’

donc (vy, .., v,) est une base orthogonale.



